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Abstrak. Telah diperoleh solusi vakum persamaan medan gravitasi Einstein simetri aksial 
stasioner. Solusi ini diperoleh dengan penelusuran tensor Ricci dari metric Lewis-Papapetrou. 
Persamaan yang diperoleh selanjutnya diselesaikan menggunakan metode Ernst dengan potensial 
Ernst orde pertama sehingga didapatkan metrik Kerr. Sebagai pelengkap, disajikan pula metrik 
Kerr dalam koordinat Boyer-Lindquist, persamaan geodesik dan gambaran horison peristiwa 
dalam kasus lubanghitam Kerr untuk 𝑚 > 𝑎.  
Kata Kunci: medan gravitasi Einstein, persamaan Ernst, simetri aksial stasioner, geodesik.  
I.  PENDAHULUAN 
Penelitian yang dilakukan ini 
merupakan penelusuran kembali solusi 
vakum persamaan medan Einstein simetri 
aksial stasioner. Pencarian solusi dilakukan 
dengan memilih jalan penelusuran tensor 
Ricci dari metrik Lewis sampai kepada tensor 
Ricci dari metrik Papapetrou, untuk 
kemudian diselesaikan persamaan medannya 
dengan menggunakan persamaan Ernst. 
 
II.  METRIK LEWIS-PAPAPETROU 
DAN PERSAMAAN MEDAN 
VAKUMNYA 
Karakteristik metrik dari ruangwaktu 
simetri aksial stasioner mengharuskan 
adanya koefisien metrik yang tidak 
bergantung terhadap t (waktu) dan ϕ 
(azimuth), dalam hal ini diperkenalkan 𝑔𝜇𝜈 =
𝑔𝜇𝜈 (𝑥
2,𝑥 3) dengan 𝑥 2 dan 𝑥 3 merupakan 
dua koordinat spasial. Elemen garis  
berdasarkan metrik tersebut ditulis sebagai 
𝑑𝑠2 = 𝑔00 (𝑑𝑥
𝑜)2 + 2𝑔01 𝑑𝑥
0𝑑𝑥 1 +
𝑔11 (𝑑𝑥
1)2 + 𝑔22 (𝑑𝑥
2)2 +
2𝑔23 𝑑𝑥
2𝑑𝑥 3 + 𝑔33 (𝑑𝑥
3)2   (1) 
Kemudian, diterapkan pengortonormalan 
terhadap 𝑥 2 dan 𝑥 3 pada persamaan (1), 
sehingga diperoleh 
𝑑𝑠2 = 𝑔00 (𝑑𝑥

















′[1]. Persamaan (2) dapat ditulis 
kembali dalam bentuk[2]  
𝑑𝑠2 =  𝐴(𝑑𝑡)2 − 2𝐵 𝑑𝑡 𝑑𝜙 − 𝐶(𝑑𝜙)2 −
𝑒2𝜇2 (𝑑𝑥 2
′
)2 − 𝑒2𝜇3 (𝑑𝑥 3
′
)2  (3) 
dengan menampakkan sumbu azimut dan 
temporal, serta pemilihan ansatz berbeda 
pada 𝑑𝑥 2
′
 dan 𝑑𝑥 3
′
. Persamaan (3) dikenal 
sebagai elemen garis Lewis. Jika dilakukan 





= 𝑧 pada persamaan (3), 
kemudian dilakukan transformasi 𝐴 = 𝑓,
𝐵 = 𝜔𝑓, 𝐶 =
𝜌2
𝑓




𝑙𝑛(𝑓)[3], dan selanjutnya dikenakan syarat 
vakum, maka akan diperoleh bentuk tensor 
Ricci dari metrik Papapetrou. Penerapan 
beberapa aljabar sederhana pada tensor Ricci 
metrik Papapetrou, menghasilkan persamaan 
medan vakum Papapetrou sebagai berikut 
𝑓 (𝜕𝜌












2 − (𝜕𝜌 𝑓)
2
= 0  
𝑓 (𝜕𝜌




𝜕𝜌𝜔) + 2(𝜕𝜌𝑓𝜕𝜌𝜔 +





















III. PERSAMAAN ERNST 
Metode Ernst merupakan salah satu 
metode yang digunakan untuk 
menyelesaikan persamaan (4) yakni 
persamaaan differensial non-linier, dengan 
membawa fungsi potensial 𝑓, 𝜔, 𝛾 ke dalam 
bentuk potensial kompleksnya. Dari salah 




𝛁𝜔 = 0 (5) 
dengan 𝛁 dalam koordinat silinde r. 




𝛁𝜔 = 𝛁 × 𝑨  (6) 
yang mana 𝛁𝜔 orthogonal terhadap azimuta l 
(?̂?). Melalui hubungan persamaan (5) dan 
(6) diperoleh 
(𝛁 × 𝑨) ⦁?̂? = 0  (7)  
yang memberikan syarat 𝜕𝜌 𝐴𝑧 − 𝜕𝑧𝐴𝜌 = 0 
sehingga 
𝜕𝜌𝐴𝑧 = 𝜕𝑧𝐴𝜌   (8) 
yang mana persamaan (8) mengharuskan 
munculnya sebuah fungsi 𝐹(𝜌, 𝑧, 𝜙) yang 
memberikan 
𝐴𝜌 = 𝜕𝜌 𝐹 dan 𝐴𝑧 = 𝜕𝑧𝐹  (9)  
Subtitusi persamaan (9) ke dalam persamaan 
(7), diperoleh jalinan persamaan 
𝛁 × 𝑨 = 𝜌 [
1
𝜌




(𝜕𝜌𝜌𝐴𝜙 − 𝜕𝜙 𝜕𝜌 𝐹)]  (10) 
Diperkenalkan fungsi potensial baru 
dengan definisi Ω ≡ 𝜕𝜙 𝐹 − 𝜌𝐴𝜙  yang 
selanjutnya disubtitusikan ke dalam 
persamaan (10), Sehingga dari persamaan 
(10) tersebut diperoleh bentuk persamaan (6) 
sebagai berikut 
(ρ̂𝜕𝜌𝜔 + ẑ𝜕𝑧𝜔) =
𝜌
𝑓2
(𝜌𝜕𝑧Ω − ?̂?𝜕𝜌 Ω) (11) 
Hubungan ruas kiri dan ruas kanan 




𝜕𝜌 𝜔 dan 𝜕𝜌Ω = −
𝑓2
𝜌
𝜕𝑧𝜔  (12) 
Persamaan (4) bagian satu dan dua 
dapat ditulis kembali berdasarkan persamaan 
(12) dengan ekspresi sebagai berikut 
𝑓∇2𝑓 − 𝛁𝑓 ∙ 𝛁𝑓 + 𝛁𝛺 ∙ 𝛁𝛺 = 0  (13) 
𝑓∇2Ω − 2(𝛁𝑓 ∙ 𝛁Ω) = 0  (14) 
dengan 𝛁 dan ∇2 adalah operator gradien dan 
operator Laplacian 2 dimensi dalam 
koordinat silinder. Mengalikan persamaan 
(14) dengan bilangan imaginer, didapatkan 
𝑖𝑓∇2Ω − 2𝑖(𝛁𝑓 ∙ 𝛁Ω) = 0  (15) 
Penjumlahan persamaan (13) dan (15) 
menghasilkan 
𝑓∇2𝑓 + 𝑖𝑓∇2Ω = 𝛁𝑓 ∙ 𝛁𝑓 − 𝛁Ω ∙ 𝛁Ω +
2𝑖(𝛁𝑓 ∙ 𝛁Ω)  (16) 
Diperkenalkan suatu fungsi potensial 
kompleks Ԑ (𝜌, 𝑧) dengan definisi[13] 
Ԑ ≡ 𝑓 + 𝑖Ω   (17) 
Penerapan persamaan (17) ke dalam 
persamaan (16) memberikan 
(ReԐ)∇2Ԑ = 𝛁Ԑ ∙ 𝛁Ԑ  (18) 
Persamaaan (18) dikenal sebagai persamaan 
Ernst. Selanjutnya diperkenalkan potensial 
kompleks baru 𝜉(𝜌, 𝑧) melalui transformas i 
Mobius untuk memperoleh bentuk alternat if 




   (19)  
Mensubtitusi persamaan (19) ke dalam 
persamaan (18) diperoleh 
(𝜉𝜉̅ − 1)∇2 𝜉 = 2𝜉̅ 𝛁𝜉 ∙ 𝛁𝜉  (20) 
dengan 𝜉̅ merupakan kompleks konjugat 𝜉[4]. 
IV. ANZATS PAPAPETROU DALAM 
POTENSIAL ERNST 
Dari persamaan (17) dan (19) 
diperoleh jalinan 
𝑓 + 𝑖Ω =
𝜉−1
𝜉+1
  (21) 
Berdasarkan persamaan (21), diperoleh 









  (23) 
Mensubtitusi persamaan (22) dan (23) ke 














2 . (25) 
Mensubtitusi persamaan (22), (23), (24) dan 








2 {𝜕𝜌𝜉𝜕𝑧𝜉̅ + 𝜕𝜌𝜉̅𝜕𝑧𝜉}  (27) 
Sumber medan gravitasi yang ditinjau 
merupakan benda berbentuk elipsoid yang 
berotasi stasioner, sehingga persamaan Ernst 
lebih mudah diselesaikan dalam koordinat 
spheroidal. Untuk itu dipilih koordinat 
prolate spheroidal (𝑥,𝑦) sebagai berikut 
𝜌 = 𝑘(𝑥 2 − 1)
1
2 (1 − 𝑦2)
1
2            (28) 
𝑧 = 𝑘𝑥𝑦  (29) 
Dengan membawa persamaan (20) ke dalam 
koordinat prolate spheroidal berdasarkan 
persamaan (28) dan (29) diperoleh  
(𝜉𝜉̅ − 1)[(𝑥 2 − 1)𝜕𝑥
2𝜉 + 2𝑥𝜕𝑥 𝜉 + (1 −
𝑦2)𝜕𝑦
2𝜉 − 2𝑦𝜕𝑦𝜉] = 2𝜉̅[(𝑥




)]  (30) 
Kemudian, pemilihan parameter  
𝜉 = 𝑒𝑖𝛼 coth 𝜓  (31) 
pada persamaan (30) dengan 𝛼 sebagai 
konstanta dan 𝜓 = 𝜓(𝑥, 𝑦), memberikan 
persamaan Laplace sebagai berikut 
 ∇2𝜓 = 0 (32) 
Penerapan separasi variabel terhadap 
persamaan (32) memberikan dua persamaan 
Legendre sebagai berikut 






− 𝑙(𝑙 + 1)𝑋 = 0   (33) 






− 𝑙(𝑙 + 1)𝑋 = 0   (34) 








)  (35) 
yang mana 𝑎0
′  merupakan parameter 
deformasi. Dengan menerapkan syarat limit 
medan lemah dan mensubtitusi persamaan 
(35) ke dalam persamaan (31), kemudian 
dipilih 𝑎0
′ = 1 maka diperoleh solusi 
kombinasi linier yang memenuhi persamaan 
(30), yakni 
𝜉 = 𝑝𝑥 − 𝑖𝑞𝑦 (36) 
dengan 𝑝 dan 𝑞 merupakan konstanta yang 
memenuhi hubungan 𝑝2 + 𝑞2 = 1.[3] 
 
V. METRIK KERR 
Sajian persamaan (22), (24), (25), 
(26) dan (27) dalam koordinat prolate 
speroidal dengan potensial (36) adalah 








𝑘2𝑞 (1−𝑦2) ((𝑝𝑥 + 1)2− 𝑞 2𝑦2 )
(𝑝2𝑥2+𝑞 2𝑦2 −1)2




4𝑘𝑝𝑞𝑦(𝑥2− 1)(𝑝𝑥 + 1)
(𝑝2𝑥2+ 𝑞 2𝑦2 − 1)2




𝑥(1 − 𝑦2 )
(𝑝2𝑥2+𝑞 2𝑦2−1)(𝑥2− 𝑦2)





(𝑝2𝑥2+𝑞 2𝑦2 −1)(𝑥2− 𝑦2 )
  (41) 
Kemudian, dilakukan pengintegralan pada 
persamaan (38) , maka diperoleh potensial 𝜔 
sebagai berikut  
𝜔 =
2𝑘𝑞(1−𝑦2 )(𝑝𝑥+1)
𝑝(𝑝2𝑥2 +𝑞 2𝑦2 −1)
  (42) 
Selanjutnya, dengan mengintegra lkan 
persamaan (40) diperoleh 
𝑒2𝛾 = 𝐶 ′
𝑝2𝑥2+𝑞 2𝑦2−1
𝑥2 −𝑦2
  (43) 










.  (44) 
Selanjutnya, dilakukan transformas i  
pada persamaan (3) melalui hubungan (28) 
dan (29), kemudian mensubtitusi persamaan 
(37), (42) dan (44) pada metrik (3), maka 
diperoleh 
𝑑𝑠2 =  




















) 𝑘2𝑑𝑦2] + 𝑘2(𝑥 2 − 1)(1 −
𝑦2)𝑑𝜙2 }   (45) 
yang mana persamaan (4.10) merupakan 
metrik Kerr dalam koordinat prolate 
spheriodal (𝑡, 𝜙, 𝑥, 𝑦).  
Ekspresi ruangwaktu Kerr dalam 
koordinat Boyer-Lindquist (𝑡′, 𝜙′, 𝑟, 𝜃)  
(bentuk standar metrik Kerr) diperoleh  
dengan mentransformasi persamaan (45) 




1 dan 𝑞𝑦 =
𝑎
𝑚
cos θ dengan  𝑝 =
𝑘
𝑚




,  𝑘 = (𝑚2 − 𝑎2)
1





  dan  𝑦 =
cos θ, sehingga diperoleh 















𝜚2𝑑𝜃2  (46) 
dengan 𝜚2 ≡ 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃, ∆ ≡ 𝑟2 −
2𝑚𝑟 + 𝑎2 .  
Jika dipilih 𝑎 = 0 pada persamaan 
(4.12), maka diperoleh 
 𝑑𝑠2 = (1 −
2𝑚
𝑟






𝑑𝑟2 − 𝑟2 𝑑𝜃2 (47) 
yang mana persamaan (47) merupakan 
metrik Scwarzschild untuk solusi vakum 
medan gravitasi statik simetri bola[12]. 
Perbedaan antara metrik Scwarzschild dan 
metrik Kerr terletak pada rotasi dari sumber 
medan gravitasi. Untuk itu dapat 
diidentifikasi bahwa 𝑎 pastilah merupakan 
parameter momentum sudut. 
 
VI. GEODESIK KERR 
Persamaan geodesik yang 
menggambarkan perilaku gerak dari partikel 











sehingga berdasarkan persamaan (46) 
diperoleh geodesik Kerr sebagai berikut: 





𝜌2(𝑟2 +𝑎2 cos2 𝜃)2
[(𝑟2 + 𝑎2 +
2𝑚𝑟 𝑎2 sin2 𝜃
𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
) (𝑟2 − 𝑎2 cos2 𝜃) +
2𝑚𝑟 𝑎2 sin2 𝜃
𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃







4𝑚𝑟 𝑎2 sin3 𝜃 cos 𝜃
𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
[− (𝑟2 + 𝑎2 +
2𝑚𝑟 𝑎2 sin2 𝜃
𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
) + 2𝑚𝑟 (
𝑎2 sin2 𝜃









𝜌2 (𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)
[2𝑟2 −







𝑟2 +𝑎2 cos2 𝜃
(𝑟2 + 𝑎2 +








4𝑚𝑟 𝑎3 sin5 𝜃 cos 𝜃
𝜌2(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2






= 0  (48a) 
 















4𝑚𝑟𝑎 sin 𝜃 cos𝜃














2𝑚2 𝑟𝑎4 sin2 𝜃 cos2 𝜃+4𝑚2𝑟2 𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚2 𝑟3𝑎2 𝑠𝑖𝑛2 𝜃
(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)3
−
2𝑚2𝑟𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟 𝑎2 sin2 𝜃
(𝑟2 +𝑎2 cos2 𝜃)2
+
𝑚𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟2  







2 sin 𝜃 cos 𝜃
𝜌2
[𝑟2 + 𝑎2 +
4𝑚𝑟 𝑎2 sin2 𝜃−2𝑚𝑟3 −2𝑚𝑟𝑎2
𝑟2 +𝑎2 cos2 𝜃
+
2𝑚𝑟 𝑎4 sin4 𝜃+4𝑚2 𝑟2 𝑎2−8𝑚2 𝑟2𝑎2 sin2 𝜃
(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
−








0  (48b) 



















(𝑟2 −2𝑚𝑟 +𝑎2) sin2 𝜃
𝑟2 +𝑎2 cos2 𝜃
[𝑟 −
2𝑚𝑟 𝑎2 sin2 𝜃
(𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃)2
+
𝑚 𝑎2 sin2 𝜃
































= 0  (48c) 












4𝑚𝑟𝑎 sin 𝜃 cos 𝜃











sin 𝜃 cos 𝜃
𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
 [𝑟2 + 𝑎2 +
4𝑚𝑟 𝑎2 sin2 𝜃
𝑟2+𝑎2 cos2 𝜃
+








𝑎2 cos 𝜃 sin 𝜃














𝑎2 sin 𝜃 cos 𝜃






= 0  (48d) 
Untuk gerak pada daerah equator 






= 0) diperoleh 
persamaan geodesik berdasarkan persamaan 
(48a)-(48d) sebagai berikut:  




























= 0  (49a) 




























=  0  (49b) 












































= 0  (49c) 
- Untuk 𝑥𝛼 = 𝑥 3 = 𝜃 
𝑑2 𝜃
𝑑𝑠2
= 0  (49d) 
 
VII. LUBANGHITAM KERR 
Karakteristik singularitas untuk kasus 
lubanghitam Kerr dapat dilihat pada 
persamaan (46) untuk kasus 𝑔00 = 0 dan 
𝑔22 = ∞. Pada 𝑔22  diperoleh singular ita s 
koordinat dengan syarat ∆= 0 , sehingga 
horison peristiwa dapat diidentifikasi melalui 
persamaan 𝑟2 − 2𝑚𝑟 + 𝑎2 = 0 yang akar-
akar persamaannya  yaitu 
𝑟± = 𝑚 ± √𝑚
2 − 𝑎2    (50) 
Batas permukaan horison peristiwa tidak 
berhimpit pada 𝑔00 , sehingga untuk batas 
limit statik hanya bisa diperoleh dari   




𝑟2 +𝑎2 cos2 𝜃−2𝑚𝑟
𝑟2 +𝑎2 cos2 𝜃
= 0  
yang mana hanya bisa terpenuhi pada 
 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃 − 2𝑚𝑟 = 0, yang mana  
akar-akar persamaannya adalah 
𝑟𝑒± = 𝑚 ± √𝑚
2 − 𝑎2 cos2 𝜃  (51) 
Melalui persamaan (50) dan (51) dapat 
dipetakan batas singularitas dan masing-
masing horison sebagai berikut 
𝑟+ = 𝑚 + √𝑚
2 − 𝑎2  (52a) 
𝑟− = 𝑚 − √𝑚
2 − 𝑎2  (52b) 
𝑟𝑒+ = 𝑚 + √𝑚
2 − 𝑎2 cos2 𝜃  (52c) 
𝑟𝑒− = 𝑚 − √𝑚
2 − 𝑎2 cos2 𝜃  (52d) 
𝑟 = 0  (52e) 
Diperkenalkan parameter 
transformasi dari Boyer-Lindquist 
(𝑡′ , 𝜙′ , 𝑟, 𝜃) ke Kerr-Schild (𝑡′′ , 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) 
sebagai berikut 
𝑡′ = 𝑡′′ 
𝑥′ = (𝑟2 + 𝑎2)
1
2 sin 𝜃 cos 𝜙′     
𝑦′ = (𝑟2 + 𝑎2)
1
2 sin 𝜃 sin 𝜙′   
𝑧′ = 𝑟 cos 𝜃   (53) 
Dengan menggunakan parameter 
transformasi (53) diperoleh hubungan 







Berdasarkan persamaan (52a)-(52e) dan (54) 
diperoleh gambaran horison metrik Kerr 
berdasarkan hasil plot sebagai berikut 
 
𝑟𝑒+      
     𝑟− 
    
𝑟+      
      𝑟𝑒− 
      
      
      𝑟 = 0   
Gambar 1 Batas-batas permukaan horison 
dan singularitas lubanghitam 
Kerr untuk 𝑚 > 𝑎.  
 
Urutan permukaan horison pada 
gambar 1 diperoleh dengan meninjau daerah 
ekuator (𝜃 = 90) pada persamaan (52a) – 
(52d), sehingga dapat disimpulkan bahwa 
𝑟𝑒+ > 𝑟+ > 𝑟− > 𝑟𝑒− . Pada persamaan (54) 
dan (52e) diperoleh singularitas pada daerah 
𝑥 2 + 𝑦2 = 𝑎2  dengan  𝑧 = 0. Pada 
permukaan 𝑟𝑒+, berdasarkan persamaan (46) 
diperoleh metrik  
𝑑𝑠2 = −2𝑎 sin2 𝜃 𝑑𝑡′𝑑𝜙′ − (𝑟2 + 𝑎2 +




2𝑚𝑟𝑑𝜃2  (55) 
yang mengartikan bahwa benda apapun pada 
daerah antara 𝑟𝑒+ dan 𝑟+ tidak boleh berada 
pada kondisi statik melainkan harus berotasi 
dibawa pengaruh parameter momentum 
sudut sebesar 𝑎 sin2 𝜃 menuju pusat medan 
gravitasi. Pada daerah 𝑟+ 𝑔22  menjadi tak 
hingga sehingga permukaan 𝑟+ ini disebut 
horison peristiwa, yang mana pada daerah ini 
foton tidak dapat lolos dari tarikan gravitas i. 
Karena 𝑟+ > 𝑟− > 𝑟𝑒−, maka pengamat tidak 
dapat memperoleh informasi dari daerah 𝑟− 
dan 𝑟𝑒− (daerah dalam lingkup horison 
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